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20020 Winkelhalbierende

1. Die Gleichung einer Winkelhalbierenden

Gegeben sind zwei nicht parallele Geraden durch ihre Gleichung.

Welche Gleichungen haben die beiden Winkelhalbierenden dazu?
Uberlegungen dazu
Zu zwei sich schneidenden Geraden gibt es bekanntlich 4 Winkel, von denen die beiden gegeniiber

liegenden Winkel jeweils gleich grof3 sind (Gegenwinkel). Also gibt es 2 Winkelhalbierende, die

zueinander orthogonal sind (d. h. die aufeinander senkrecht stehen).

Die Berechnung der Steigungen der beiden Winkelhalbierenden ist relativ kompliziert.

Daher biete ich vier verschiedene Verfahren dazu an.

v
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Beispiel 1 Gegeben sind g1: y=-4x und g2 y=0
Berechne die Gleichung der beiden Winkelhalbierenden.

Die Situation wird in dieser Aufgabe dadurch erleichtert, dass die 2. Gerade die x-Achse ist.
Damit kann man aus der Steigung -4 der Geraden g, den Steigungswinkel als Winkel zwischen
den beiden Geraden ermitteln. Diesen kann man berechnen, halbieren und daraus die Steigungen

der beiden Winkelhalbierenden errechnen.

1. Methode: Bestimmung der Winkelhalbierenden durch Halbierung des Winkels

Die beiden Schenkel des Winkels haben die Gleichungen g;: y=-4x und g2:y=0.

Die Steigung -4 besagt, dass fur den Steigungswinkel von g, gilt: tana =-4.

Dazu gehdrt o = 75,96375653.... (N&herungswert mittels Taschenrechner).

Diesen Winkel muss man halbieren und dann wieder den Tangens berechnen.
Denn es giltja m = tan%.

Die Verwendung eines Taschenrechners liefert nur Naherungswerte fiir die Steigungen:

m:tan%leB. tan -4
A9 -T3.963TOE53
i ur di i i Ty = . (gt
Steigung fir die Winkelhalbierende wy: y =1,28-x. 164, BTE2475
Ans+2
N F| S92.A1812173
i I i 1 i ar n=
Die zweite Winkelhalbierende ist zur ersten | SERTTEARE

orthogonal, also gilt: m, = N -128~-0,78: w,: y=-0,78-x.
m

1

o -1+v1+ tan® o

2. Methode: Verwendung der Formel fur den halben Winkel: tanE =
tana

Mit dieser trigonometrischen Umrechnungsformel, die man in Formelsammlungen

entdecken kann, erhalt man die genauen Steigungen der beiden Winkelhalbierenden:

_1+./ 2
Wegen m =tana folgt: tang = ﬂ

m;

a -1#1+16 -1+\17 1317 {—0,78
4

und mit m, = -4: tan—
2 -4 4 128

Und schon haben wir die beiden Steigungen!

Die Geradengleichungen lauten dann:  wy: y= 1+:1/]7 X ~128x
und Wo: y= 1_:1/5 X ~ -0,78x
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Hier die Abbildung dazu:

Die beiden Geraden g; und g, oW,
~
~
treten als Asymptoten der beiden M
~
Funktionen auf: AN

f(x)=-2x+2vx* +1

Wz ~
f,(x) = —2x - 24/x* +1. {1t

Die beiden Winkelhalbierenden
sind dann Symmetrieachsen /

fir die beiden Kurven.- ’

Dreht man das Schaubild, so dass die winkelhalbierenden zu vertikalen bzw. horizontalen

Geraden werden, erkennt man die Winkel und ihre Halbierung besser:
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3. Methode: Verwendung einer Raute.

Da eine Raute vier gleich lange Seiten hat, ist ihre Diagonale zugleich die
Winkelhalbierende!

Man kann sich daher eine Raute konstruieren und ihre Diagonale als Winkelhalbierende

verwenden.

Dazu wahlt man auf w; die beiden Punkte O(0]0) und A(-1|4).
Die Strecke OA hat die Lange +1* +4% =17 .

Daann muss die nachste, auf der x-Achse liegende Strecke auf diese Lange haben.
Man erreicht das, indem man den Punkt B so wahlt: B(\/1_7 | 0).

Nun erstellt man die Gleichungen der Parallelen zu diesen Seiten durch A und B:
Parallele zur x-Achse durch A:  p;: y=4

Parallele zu g, durch B: p2: y-0= —4-(x —«/ﬁ) bzw. y=-4x+ 417
Schneidet man diese beiden Geraden, erhalt man den Eckpunkt C der Raute:

4=-4x+417 & 4x=4+417 < x, =1+17

mit y=4 c(4|1+Jﬁ).

Die Gerade w; = OC hat dann die Steigung: m, = % = #
X

und die Gleichung y = 1+;{/ﬁ -X=~128-x. (Siehe 2. Methode!)

Fur die dazu orthogonale Gerade w, verwendet man den negativen Kehrwert als Steigung:

m, :—i:—*/ﬁ"lz_iz—o,m, was dann zu y =-0,78-x flhrt.
m, 4 1,28

P,
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4. Methode: Vektoriell

Eine Raute lasst sich vektoriell sehr gut berechnen:

Man geht zunachst wie in der 3. Methode von O(0|0) und A(-1|4) aus.

Die Strecke OA hat die Lange x/12+—42 =17

Damit eine Raute entsteht, muss man B auf der 2. Geraden, der x-Achse so wahlen,
dass OA und OB gleich lang sind.

Also wahlt man auf g, : B(\/1_7 [ 0).

Der Unterschied zur 3. Methode besteht jetzt darin, C durch Addition zweier Vektoren

zu berechnen: 4

A Y C
— — — (_ <
OC:OA+AC:( 1j+ V17 (V17 -1 /
4 0 4

/

Steigung der Strecke OC: /
/
Ay 4 /
=—= ~ 1,28
VRN | il X
4 1 2 3 4 5
Gerade w; = (OC): y= ‘X ~128-x
' N
Fur die dazu orthogonale Gerade w, verwendet man den negativen Kehrwert als Steigung:
m, = . —\/1_7_1 R 0,78, was dann zu y =-0,78-x fihrt.
m, 4 1,28
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Beispiel 2 Gegeben sind g: y=4x und h: y=-x
Berechne die Gleichung der beiden Winkelhalbierenden

Verwendung der vektoriellen Methode.
Mdglicher Richtungsvektor fir g:

(1)

Mdglicher Richtungsvektor fir h:

(3

Beide Vektoren muss man gleich

lang ,machen”, damit ihre

Summe zu einer Raute fuhrt.

Betrage dieser Vektoren:
o] =v2?+1 = J5
9= (1) ¥ =2

Normierung (auf die Lange 1):

1
JR— _+_

V5) (V2 V5 V2
Die Abbildung zeigt in vergroRerter Darstellung die gleich langen Pfeile von G° und v° (beide haben

die Lange 1). Ihre Summe ergibt die Rautenfigur und die Diagonale, dargestellt durch den Vektor w,

bildet deren erste Diagonale, welche den Winkel zwischen G° und v° bei O halbiert.

V25
Wr _ \/ﬁ _\/E‘f‘\/g \/1_0 _ﬁ+J§

Steigung des Vektors w,: mlzw—— NN .2\/5—\/5_2«/5—\/3
J10
_ (ﬁ+J§)(2J§+[) f 22 +42-5++/5-2J2+5-5 4+\/70+2\/70+5 9+3\/7
m, = =3+410
(225 (22+45) - (242) - (V&) 8-5
Erg.: Die Winkelhalbierende w; hat somit diese Gleichung: y = (3 + \/E)x
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Die zweite Winkelhalbierende w, steht auf w; senkrecht. Also kann man ihre Steigung so berechnen:

1 1
m2:——:—

m, 3+\/1_0

Durch Erweitern mit 3—@ erhalt man:

m I (3_\/1_0) _ 3—@:/3—@:3_\/5

i = —
m (3+vi0)(3-vi0) 9-10 A
N
Ergebnis:  Die 2. Winkelhalbierende hat die Gleichung:
Wy y= (3 = \/E)X
Zusatz: Dreht man die ganze Anordnung um den Ursprung, so dass die Winkelhalbierenden

parallel zur den tblichen Koordinatenrichtungen werden, dann sieht das Ergebnis

SO aus.

Die Frage, um wie viel 1

Grad man drehen muss,

lasst sich leicht klaren:

w;, hat die (negative)
Steigung: m=3 -J10 .

Dies ist der Tangens des

%
Steigungswinkels:

3 4
tana2=3—\/ﬁ —‘T“““'%—‘—-—————-I

0
Dazu gehort -

Y
a, =tan”(3-+10) ~-9,217° 2

Dreht man also die 3

|

!

|
L
|

|
-
|

|

Anordnung um 9,217°,
dann liegt w, horizontal und

w;, vertikal.

Zusatzfrage:

Welche Gleichungen haben dann die beiden gegebenen Geraden g und h?
g hat die Gleichung y =1x. Wir miissen den Steigungswinkel vergroRern:
Aus o, =tan™() wird dann a; =tan™(%)+ tan‘l(\/ﬁ —3) ~ 35,7825 und daraus die neue Steigung:

m, ' =tan [tan’1 ()+ tan’l(\/ﬁ - 3)} ~ tan 35,7825 ~ 0,72

Ergebnis: g: y=0,72-x Fir h folgtdann y=-0,72-x.
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Interessant wird die Sache, wenn man mit Tl Nspire CAS die Sache durchrechnet

Im Modus ,AUTQO" erhielt ich diese Rechnung:

1.1 GRD AUTO REELL

Zuerst habe ich den Steigungswinkel von w, g.
berechnet: -9,2174°. tm"b_\'lﬁ) 2.21747

o etke]
Dann folgt der Steigungswinkel von g, die 2
aus g durch Drehung um f =+9,2174 entsteht. tan(tan“(m—B)+tan"(LD 0.72075%
Statt dieser Zahl habe ich mit tan‘l(\/ﬁ—3) 2
gerechnet. Der Tangens dieses Winkels ist tan(tarr iy 103 +tamt(-1)) {J10-1)
die Steigung von g. Damit hat g die Gleichung: 3

P PO 9 PPN PO PR\ 0,720759 ™
y =0,720795-X . =5

Die zweite Gerade h hatte die Steigungszahl -1, so dass man auf dieselbe Weise fir die gedrehte

J10-1

3 ~—0,720759 erhalt.

Gerade h die Steigungszahl m. = -

Also hat h die Gleichung y =-0,720795-x.

Man erkennt, dass g und h spiegelbildlich hinsichtlich der x-Achse zueinander liegen.

Das muss so sein, denn die x-Achse ist nach der Drehung ja das Bild der Winkelhalbierenden ws,!

Das Interessante daran, ist die Tatsache, dass Nspire fiir h auch einen exakten Wert liefert,

J10 -1 J10 -1

5 Dann gilt fur die Steigung von g m; = .

namlich m. = -

Damit kann man weitergehend die Frage stellen, wie man diesen Wert trigonometrisch

berechnen kann!
5]

Der Steigungswinkel von g ist die Summe des
Steigungswinkels o, von g und der Drehwinkels §:

g
Man bendtigt daher die Formel fir den
Tangens des Summenwinkels: a
%
tano, +tanf O -
tanog =|tan(a, +p) = g S > X

1-tana, -tanp ~7

o =+ 010°3) 100166 _2/io 5 _(2/10-5)(5+310) | e s e
g 1_;,(@_3) 2-J10+3 5-.410 (5_@),(5+\/ﬁ) dann zusammengefasst
2 und schlieRlich so
erweitert, dass im Nenner
die Anwendung der 3.
10410 +20-25-510 5410-5 ©°- (\/E —1) J10 -1 binomischen Formel die
tan Og = 55-10 = 15 = 15 = Wurzeln wegfallen l&asst!
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Beispiel 3 Gegeben sind g: y=3x-1 und h: y=-ix+4 g
Berechne die Gleichung der beiden Winkelhalbierenden
Verwendung der trigonmetrischen Methode.

Hier sind die gegebenen Geraden orthogonal,
denn das Produkt ihrer Steigungen ist -1:

. 1
m, -m, =-1 oder so formuliert: m, - —.
m
9

Die Winkelhalbierenden zerlegen diesen Winkel

in 2 mal 45°.

Diese Situation ermdglicht eine sehr komfortable

Ldsung.

Bekanntlich gilt fir den Schnittwinkel zweier Geraden:

tany = |11 M2
1+m,-m,
Wir betrachten den Schnittwinkel zwischen g und w;. Diese hat genau 45°.
Alsoist tany =tan 45° =1. Fernerist m,=m, =3.
| 3-m,
1+3-m,

Also gilt: 3-m, _ +1
1+3-m,

1. Fall [+]: 3TM: 9 & 3-m,=1+3m
1+3-m, 2 2
2=4-m, & m,=1

2. Fall: : 3-m, _ 4

. Fall: ; = 2 -1 3-m,=-1-3-m,

1+3-m,
2m,=-4 < m, =-2

Man erhélt also die beiden Steigungen der zueinander orthogonalen Winkelhalbierenden.

Fir die Gleichungen der Winkelhalbierenden bendétigt man dann noch den Schnittpunkt S(],S | 3,5).

Die Punkt-Steigungsform liefert dann:

35=

N[

(x-15) bzw. y-35=-2-(x-15)

y_
y=2x+ y =-2X

N[
=
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2. Die Winkelhalbierende teilt die Gegenseite

SATZ.
In einem Dreieck teil die Winkelhalbierende die Gegenseite

ihres Winkels im gleichen Verhéltnis, wie die anliegenden Seiten.

In der Abbildung heil3t dies:

Die Winkelhalbierende w des Winkels o Im Dreieck ABC

teilt die Strecke a im Verhéltnis c : b.

a'l
Genauer: —=
a‘2

<
b

Diesen Satz kann man mit Hilfe des 1. Strahlensatzes

beweisen, oder auch vektoriell

1. Beweis:

Man verlangert die Seite AC uber A hinaus und zeichnet

zur Winkelhalbierenden w eine Parallele durch B.
Diese schneidet die Gerade (AC) in einem Punkt D:

Das neu entstandene Dreieck ABD ist gleichschenklig, denn weil DB parallel zu AE ist, tritt o, auler

bei A noch bei B als Wechselwinkel und bei D als Stufenwinkel in Erscheinung.
Also hat das Dreieck ABD an der Seite DB zwei gleich grof3e Winkel.

Andererseits ist die ganze Figur eine ,Strahlensatzfigur”, weil zwei sich in C schneidende Geraden

von zwei Parallelen geschnitten werden. Nach dem 1. Strahlensatz gilt daher:

: . a
CE = CA oder mit anderen Bezeichnungen: -2 = 9
EB AD a ¢

Nimmt man den Kehrwert, hat man die Behauptung.
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2. Beweis: Vektoriell:

Die Richtung der Winkelhalbierenden gewinnt man,

indem man, indem man die Seitenvektoren
U und v normiert, also auf die Lange 1 bringt

und dann addiert.

Normierung von u: € =

wobei U =|i|, also die Lange der

Grundseite c ist.

. - 1
Normierung von Vv e,=—-V
v

wobei v = |V|, also die Lange der

Seite b ist.

€, und &, sind Einheitsvektoren, also beide mit der Lange 1. Inr Summenvektor gibt dann die

Winkelhalbierenden-Richtung der Raute an, welche die Summierung darstellt.

Programm:
1. Wir stellen die Gleichungen der Winkelhalbierenden und der Geraden g = (BC) auf und

berechnen deren Schnittpunkt.

2. Dann berechnen wir die Langen der Teilstrecken BS und SC und deren Verhéltnis.
3. Wir zeigen dann, dass dieses mit dem Verhaltnis der Seitenlangen u und v Gbereinstimmt.
L6sung:
1. Gleichung der Winkelhalbierenden w: X=a+r-(é +&,)
bzw. f(zé+r'(g+lj
u v
Gleichung der Geraden g = (BC); X=b+s-BC

Esist b=a+

und BC=V-1i
Also folgt: X=a+l+s-(V-u)
. - a vy - - o ~
Gleichsetzen: a+r|—+—|=a+u+s-(V-u) | -a
u v
a vy - L
r-|—+—|=t+s-(V-0)
u v
ro r- .
Ausmultiplizieren: —U+—V=U+SV-sU
u v
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Ordnen:

U, v ausklammern:

Diese Gleichung stellt eine Linearkombination der Vektoren u und v dar.

Weil diese aber linear unabhéngig sind, kann nur dann der Nullvektor als Ergebnis

herauskommen, wenn die Koeffizienten, also die Klammern 0 sind.

_ _ . . G-1+s=0| ()

Somit folgen diese beiden Gleichungen: r

V_S =0 (2)
Elimination von s durch Addition der beiden Gleichungen:

I —1+L =0 |-uv

u %

rv—uv+ru=0
Nach r auflésen: r(v+u)=uv

uv
r=
vV+u
rin (2) einsetzen ergibt s: s=— < -4
% V+u
Berechnung von S aus g: Xg =a+Uu+ u (V-1)
V+u
- = u - - ~ u . - u
Vektor BS=X,-b= + v-u)-— = v—u)= BC
S M v+u( ) M v+u( ) V+U
Vektor ﬁ::ﬁ:_ﬁzﬁ_Lﬁ:@_L]ﬁ—(““ v jﬁ:: Y ge
V+u V+u V+U V+U V+u
) o _ BS v u

Fur das Streckenverhaltnis gilt also: — =t =

SC v Vv

Damit ist dieser Satz bewiesen.

Friedrich Buckel
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3. Beweis, auch vektoriell.

Anstatt S durch den Schnitt zweier Geraden zu berechnen

bilden wir eine geschlossene Vektorkette:
AB+AS+SA=0 Q)

Nun driicken wir diese Vektoren durch die

Vektoren U und v aus:

AB=u

BS=s-BC=s-(V-0)
— - a v
SA:r~(el+e2):r(a+vj

Damit &ndert sich (1) in:

[ r. ry. -
Uu+sv+—v=0 d. h. l-s+—|Uu+|Ss+—|v=0
v u Y

Diese Gleichung stellt eine Linearkombination der Vektoren U und v dar.

Weil diese aber linear unabhéngig sind, kann nur dann der Nullvektor als Ergebnis

herauskommen, wenn die Koeffizienten, also die Klammern 0 sind.

_ _ _ _ 1-s+4=0 o)
Somit folgen diese beiden Gleichungen:
s+4=0]| (2

W+@): 1+ +l-0 |-w
u v

uv+rv+ru=0

uv
ru+v)=-uv < |r=——
u+v

In (2): s:—L o |s= u
v U+v
Also ist BS=s.BC=|—"_.BC|.
u+v

Der obere Teilungsabschnitt wird reprasentiert durch den Vektor SC=BC-BS

SC-Bc-_Y ﬁ:[l_ u j@:(ﬂ_ u ]@:v@
u+v u+v u+v UuU+V u+v

Das Teilverhaltnis ist somit: % = UtV _

Was zu beweisen war.
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